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1667年 ,牛顿创建了微积分方法和自己并不满意的微积分原

理 [1]。1821年 ,柯西否定了以牛顿和莱布尼兹共同思想为内容 ,以莱

布尼兹表达方式为形式的微积分发展路线 ,并与后来的数学家

Riemann、Weierstrass、Darbowx和Lebesque一道建立了现行微积分

体系 [2]。尽管经历了344年的改建,这座大厦的基础部分似乎仍然是

值得完善的 ,不少学者对此都提出了自己的思考与质疑。王昆扬论

述了Riemanm积分理论的本质缺陷是不承认  σ −可加性 ,指出在大

学数学系本科基础课中以Lebesgue积分取代Riemann积分是历史的

必然 [3]。王泽汉则运用马克思关于无限小的辩证观点 ,指出微积分

学中某些概念和方法的缺陷与不足 ,如极限定义中的“ N−ε ”与

“  ε δ− ”掩盖了矛盾的实质 ,从而在微积分学中产生了一些不能

自圆其说的矛盾 ,并在此基础上提出新的极限理论以及微积分学

的改革途径 [4]。米哈伊·列夫舍茨指出现行微积分教材中的喧宾夺

主 ,提出了不需要连续性、极限和紧性的概念直接、自然却严格地

建立微分和积分的流线型理论的新方法 [5]。李清文指出马克思的微

分方法与传统的微分方法区别甚大 ,他从哲学角度入手 ,证明了无

限小是一个理想的数 ,是一个变数 ,从而佐证了马克思的观点 [6]。此

外 ,如林群、张景中、师教民等著名学者 ,也一直在从事着与微积分

简化普及或完善革新的工作。

本文在总结前辈的研究成果的基础上 ,分别从现行微积分原

理体系中微分定义、结构合理性、解决具体问题的能力、易读性以

及对科学发展的影响角度进行分析论述 ,指出了现行微积分原理

中仍需商榷之处。

1 现行微积分原理体系中微分定义的思考

现行微积分原理定义 ( ) ( )xxxfy ∆+∆=∆ ο0 的线性主部 ( ) xxf ∆0

为微分。为了凑出承上启下的 ( )dxxfdy 0= 形式 ,又制造了两种方

法 :其一 ,认为 x 的微分就是 xy = 的微分 [7];其二 ,定义 xdx ∆= [8]。

基于这两种方法之一 , ( ) xxfdy ∆= 0 就变成了 ( )dxxfdy 0= 。

然 而 ,定 义 xdx ∆= 与 逻 辑 规 则 有 相 违 背 之 处 。因 为 对

( )xFy = , x 是原因 , y 是结果 ,同时 , y 又是它的结果的原因 , x
又是它的原因的结果。任何一对因果关系都是现实因果链中的一

个环节 ,其反映到数学上就是 ( ) ( ) ( )tHxxFyyEz === 、、 。因此 ,除

非特殊情况 ,否则 ( ) ( ) ( )tdxttthx hh ∆+=∆+∆=∆ οο ,即 dxx ≠∆ 。由此可

见 ,定义 xdx ∆= 是与现实不符的。可是 ,现行微积分原理在讲如此

这般的微分定义的同时 ,都在讲复合函数 ;不仅如此 ,还要讲参数

方程和极坐标方程的求导和积分。

从表面上看 ,  dx 是否是  x∆ 似乎仅仅是个符号选择问题 ,其

实不然 ,这里关乎微分到底是Cauchy意义的  y∆ 还是  y∆ 的线性
主部 ,否则 ,就处理不掉 ,Cauchy体系就形不成。微分概念是微积

分原理中的根本性概念 ,它上承导数 ,下启积分 ,如果微分概念

有了原则性的错误 ,那么 ,该微积分原理的正确性值得进行进一

步思考。

2 关于现行微积分原理体系结构的思考
现行微积分原理中 ,首先介绍极限论 ,然后采用算增量 ,求比

值及取极限三步求解导数 ,即用极限工具定义了导数。对微分定义

之后 ,用导数来计算微分。不定积分是导数抑或是微分想当然的逆

演绎 ,而不是可实现的逆演绎 ;定积分只是一个和式的极限 ,它与

不定积分可以肯定的关系是 ,定积分借助于不定积分计算。这就是

现行微积分原理的结构。

在定积分与不定积分是否可以统一的问题上 ,有两派互不相

同的观点。到了二十世纪以后 ,以勒贝格为代表的数学家已不再提

统一的问题 ,他们关注的是定积分的可积条件。这就是现行微积分

原理的现状。一般说来 ,理论是可以发展的 ,既然存在两派的争论 ,

就有可能出现统一派战胜非统派的局面 ,从而统一现行的不定积

分和定积分 ,同时 ,纠正其中错误并形成合理的微积分原理。可事

实上不然 ,因为用极限思想构建的微积分原理还有不足 ,以定积分

为例 ,微分的逆演绎不是 ,也不可能是分割、求和、取极限 ,因此 ,无

论如何 ,即使把这样的定积分看作变上限的定积分后与反微分—

—不定积分凑出相同的结果 ,也不可能是反微分的演绎过程 ,因

此 ,即使勉强统一 ,也不伦不类。且不说求和之前分割的原因莫名

其妙 ,求和后的极限就更匪夷所思 ,因为极限不是过程 ,而是彼岸

的结果。

现行微积分原理是微积分演化史中的一个过程 ,有其存在的

历史依据 ,应该说它就是完善的微积分原理建立之前的权宜性微

积分原理 ,具有相当重要的理论意义和历史必然性。完善的微积分

原理结构是把自变量或因变量微化到一定程度就构成微分 ,微分

的积化就构成反微分——积分 ,也就是说微分和积分是互逆演绎 ,

导数就是微商 ,求和问题不过是确定积分范围的积分。

3 关于现行微积分原理体系对具体问题解决的思考
作为应用方法 ,以牛顿和莱布尼兹思想为内容的 ,以莱布尼兹

的 dx和 ∫ 为表达形式的微积分方法是放之四海皆灵的 ;然而作为

基础理论 ,直到勒贝格 ,现行微积分原理中 dx和 ∫ 的本质还存在
争议。

从宏观上看 ,现行微积分原理在用它的微分定义错误地回答

了莱布尼兹的 dx后,又把莱布尼兹的 ∫ 改成了“和极限”。如果说 ∫
与“极限和”可能同质不同量的话 ,那么 ∫ 和“和极限”既不同质又
不同量。而再把莱布尼兹的“ ∫= ydxz (即 ( )∫= dxxyz )”改成不定积分

和求和问题 (即所谓的定积分 ),那就是离题更远。

从微观上看 ,现行微积分原理也没完全解决重要的具体问

题 ,如
0
0
问题。导数问题 ,从代数角度看是平均变化率和即时变化

率问题 ;从几何角度看是曲线的割线和切线的斜率问题。变化率

和斜率不过是一个导数问题的两个方面 ,因此 ,从任何一个角度

看都等价于另一个角度。为直观起见 ,我们不妨选取几何角度进

行分析和判断。
x
y

x ∆
∆

→∆ 0
lim 的模拟过程 ,就是割线转化为切线的过程。

关于现行微积分原理的再思考
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在割线状态下 ,割线与曲线有两个交点 ,在割线转化为切线后 ,

切线是否与曲线只有一个交点？如果只有一个交点 ,那么 , x∆ 和

y∆ 是否都是 0？导数是否就是 0
0
？到底应该否认

0
0
还是应该重新

定义代数结构？

通过如上的简单陈述 ,我们不难发现 :从宏观上看 ,现行微积

分原理所表述的存在一些争议 ;从微观上看 ,诸如
0
0
这样的重要

问题也没有回答 (用极限回避了 )。当然 ,我们不应责难柯西和勒

贝格等数学家和传授现行微积分原理的人们 ,因为 ,科学难题的

解决并非易事。但是 ,对现行微积分原理体系的重新反思是很有

必要的了。

4 现行微积分原理体系易读性的思考
我们说现行微积分原理是较难读懂的 ,是比较晦涩的 [7],是相

对于本来的微积分原理的难度和现当代人的理解能力而言的。这

种不应有的晦涩度是由如下几个原因造成的 :

1.现行微积分原理以极限论为工具,因而 ,把极限论语言的晦涩

(如 δε − 语言)和极限论自身的理论困惑全部带到微积分中来了。

2.由于极限论的局限性 ,给微积分原理的建立造成了不必要

的迂回 ,使简单问题复杂化。如 ,先用极限定义导数 ,再由导数定义

微分 ,而且这个微分还是脱离原函数可逆系综的有逻辑错误的微

分 ,然 后 ,再 从 微 商 绕 回 导 数 。又 如 ,柯 西 把 积 分 定 义 成
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)(lim ,并 且 用 傅 立 叶 的 ( )∫
b
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dxxf 表 示 ,那 么 ,式 中 的

( ) ii xxf ∆ 与 ( )dxxf 是不是微分?柯西定义 xdx ∆= ,式中的 ( ) ii xxf ∆
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是什么关系？定积分在解决应用问题时 ,积分元 ( )dxxf 又是什么？

为什么说对积分元要在求和之后再取极限才是精确值？当然 ,这是

积分元在 i

n
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idx
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dxxf 中累加就是精确值？在莱

布尼兹和欧拉那里问题也这么复杂吗？这种“复杂”是必须的吗？
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端 0→dx 后 ,右端的 dx是什么？令人不得要领。
3.本来 , dx的本质揭示后 ,可以丰富实数理论 ,也可以解开一

些重大的数学之谜。而现行这种不去回答 dx本质的微积分原理 ,

却反过来要实数和可测集等理论为自己服务 ,结果 ,为了弄清几个

怪癖问题的可积性 ,还得再学实变函数。

就整个数学和数学作为其它科学的工具而言 ,微积分学和作

为微积分基本原理和方法深化的微分方程和积分方程的作用之大

是无与伦比的。可是 ,现行微积分体系却比较晦涩难懂 ,很难说现

行微积分原理满足要求了。

5 现行微积分原理对科学发展影响的思考
现行微积分原理的建设始自柯西 ,结束于勒贝格。只要查一

查微积分演化史和科学史 [3],便会发现一个无可争辩的事实 :微积

分基本方法是牛顿和莱布尼兹创建的 ,微积分的重要延伸性方法

几乎都是以欧拉、傅立叶、高斯为代表的数学家在1821年前创建

的 ,力学成果是以拉格朗日为代表的数学、力学家创造的。虽然柯

西1821年著出《分析教程》之后 ,物理学有麦克斯韦、普朗克和爱

因斯坦的成果 ,力学也有弹性力学方面的成果 ,数学有以布尔巴

基学派为代表的成果 ,但这大多都与微积分原理无关 ,不要说现

行微积分原理到了1854年才基本形成 ,即使有关 ,也大多不是微

积分原理的功绩 ,因为 ,我们不可以想象一个有着许多根本性错

误的微积分原理会推动科学进步。以微分方程理论为例 ,常微分

方程是一切微分方程的基础 ,一般常微分方程经分离变量后可化

为 形 如 ( ) ( )dxxfdyye = 的 形 式 ,然 后 ,两 边 积 分 ,便 得 到 通 解

( ) ( ) CxFyE += 。事实上 ,按照现行微分定义有 ( ) ( )yyyez ∆+∆=∆ 1ο 和

( ) ( )xxxfz ∆+∆=∆ 2ο ,其中 , ( ) ( )dyyeyyedz =∆= , ( ) ( )dxxfxxfdz =∆= ,从

而有 ( ) ( )dxxfdzdyye == ,由于定义 xdx ∆= ,所以 ( )dxxf 可以积出

( ) CxF + ,而不能定义 ydy ∆= ,因为 ( ) ( ) ( ) dyxxgxxxgy g =∆≠∆+∆=∆ ο ,所

以 ( )dyye 积不出 ( )yE 。这种自相矛盾的微分方程原理很难推动微

分方程求解方法的进步。值得庆幸的是 ,在现行微积分原理中莱

布尼兹的 dx和 ∫ 形式还得以保留 ,因此 ,隐藏在其背后的不为柯

西、勒贝格等数学家所知的真正的微积分原理还不以人的意志为

转移地发生着作用 ,否则 ,柯西和黎曼之后的科学是不可想象的。

另一方面 ,以柯西为代表的极限派不承认
0
0

,但庞加莱、李雅

普 诺 夫 、莫 尔 斯 、托 姆 等 的 工 作 都 是 在
( )
( )yxQ

yxP
dx
dy
、
、

= [其中 ,

( ) ( ) 0== yxQyxP 、、 ]的基础上展开的。可以得出 ,现行微积分原理

体系对科学发展的推动作用不大 ,有时甚至产生了一定的负面作

用。

6 结论
综上所述 ,现行微积分原理是仍需要各位学者共同完善的微

积分原理 ,也未能有效地解决自己应该解决的问题。我愿如王昆扬

老先生所说的一样“加入这个向传统的束缚挑战的行列”[3],为推动

微积分的发展不遗余力。

参考文献
[1] 李文林 .数学史概论 (第三版 )[M].北京 :高等教育出版社 ,2011.

[2] 龚升 ,林立军 .简明微积分发展史 [M].长沙 :湖南教育出版社 ,

2005.

[3] 王昆扬 .关于Riemanm积分理论的本质缺陷及以Lebesgue积分

理论取代之的看法 [J] .数学教育学报 ,1999,8(3):95～98.

[4] 王泽汉 .微积分的不足及其改革途径 [J].哈尔滨工业大学学报 ,

1992,24(3):99～ 102

[5] 米哈伊·列夫舍茨 .微积分的再思考 [J] .数学的实践与认识 ,

2009,39(11):211～ 216.

[6] 李清文 .关于极限和无限小的哲学思考——读马克思数学手稿

的笔记 [J] .哈尔滨科学技术大学学报 ,1994,18(11):93～96.

[7] 林群 .画中漫游微积分 [M].广西师范大学出版社 ,1999.

[8] 张筑生 .数学分析新讲 [M].北京 :北京大学出版社 ,2010.

[9] 同济大学数学系 ,高等数学 [M].北京 :高等教育出版社 ,2002.


