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略论作为微积分原理的完善的实变函数
？

丁小平

（ 接 引 寺 ， 浙江 ３６５ ５００
）

摘 要 ： 针对 实 变 函 数 的 相 关 问 题
， 本 文 以 通俗而 简 明 的 方 式 列 举 了 实 变 函数理 论 中 存在 的 循环论证等

几 处误解 ，
从而 证 明 实 变 函数理论作 为现行微积分原 理 已 完善的 论据是不 充分 的 。
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１＾ 以 了 ， 不会影 响微积分方法应用 于具体科学和技
１
＝

１

术 问 题 的 。 然而 ，
人类 为什么

一

定要建立科学 的

就微积分原理的发展历程而言 ， 发生过两次微积分原理呢 ？ 这是 因 为 人类总要弄清楚这个来

危机 。 第
一次危机可 以 简称 为 贝 克莱

“

鬼魂
”

源于近似而得 出 结果却精确 的方法能放之 四 海而

问 题 ； 第 二次 危机可 以 简称 为
“

病态 函 数
”

问皆准 的个 中 原 因 ？ 还有 ，
人类还要借助于这个原

题 。 就定论 的 微积分 发展史 而言 ， 不 管 是 Ｃ ａ ｒ ｌ理发现更 多微积分方法 。 应该说 Ｃ ａ ｕ ｃ ｈ ｙ 想解决

Ｂ ． Ｂ ｏｙｅ ｒ 的 《微积分概念发展史 》 ，
还是 Ｗ ｉ ｌ ｌ

ｉ ａｍ这个 问题 ， 可事实上并没有解决 。

Ｄ ｕ ｎ ｈ ａｍ 的 《 微 积 分 历 程 》 ， 都
一

致 认 为 以Ｃ ａ ｕ ｃ ｈ ｙ 的 所谓微积分原理 ， 即 现行微积分

Ａ－ Ｌ ．Ｃ ａ ｕ ｃ ｈ ｙ （
１ ７８ ９

－

１ ８ ５ ７
） 为 代表 的 大数学家 解原理 ， 就是在无奈 时拼接 了

一

点儿莱布尼兹 的微

决 了 微 积 分 原 理 的 第
一

次 危 机 ，
以 Ｇ ．分 的 极 限化 的 Ｉ ．Ｎ ｅｗ ｔｏ ｎ

（
１ ６４２

＿

１ ７ ２ ７
） 的

“

微积

Ｃ ａ ｎ ｔｏ ｒ
（

１ ８４５
－

１ ９ １ ８
）

、 Ｒ ．Ｂ ａ ｉ ｒｅ （
１ ８ ７４

－

１ ９３ ２
）分 原理

”

。 牛顿 的ｐ ｏ ／ｑ ｏ
－经取极 限 ， 就再也拆

和 Ｈ ．Ｌｅ ｂ ｅ ｓｇ ｕ ｅ （
１ ８ ７５ － １ ９４ １

）
为代表 的 大数学 家不开 了 。 因 此

，
也就解释不 了 如今这样丰富 的微

解 决 了 微 积 分 原 理 的 第 二 次 危 机 。 并 且 以积分方法 ， 尤其是微分方程的
一般解法 。 正是 由

Ｌｅ ｂ ｅ ｓ ｇ ｕ ｅ 在 １ ９０４ 年发表 《积分 ： 长度 和面积 》于这个原 因
，

Ｃａ ｕ ｃ ｈｙ 不得不拼接莱布尼兹 的微

为标志 ， 数学界宣布现行微积分原理成 为 严 密而分 ， 以实现导数的微商形式 。 然而 ， 错误也就 因

完整 的体 系 。 事实上不然 。此而发生 ， 见 《现行微积分原理 的错误 》
１

２
］—文 。

仅 就 从 应 用 角 度 看 微 积 分 ， 有 Ｇ ．对
“

病态 函数
”

的研究 ， 以 Ｃ ａ ｕ ｃ ｈ ｙ 为代表

Ｌｅ ｉ ｂ ｎ ｉ ｚ
（
１ ６４６

＿

１ ７ １ ６
）
不彻 底 的 微积分 原理就可的 微 积 分 原 理 遭 到 第 二 次 怀 疑 ， 以 Ｃ ａ ｎｔｏ ｒ 、

作者简介 ：
丁 小平 （ １ ９６ ２

－

） 男
，

１ ９ ８６ 级清华大学工学硕士研 究生 ，
１ ９ ８８ 级北京大学理学硕士研究生和 中央 民族大学哲学

硕士研究生 。 １ ９ ８４ 年至今
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Ｂ ａ ｉ ｒｅ 和 Ｌｅ ｂ ｅ ｓ ｇ ｕ ｅ 为 代表 的 大数学 家 被认 为 解实数理论 为 前提 。 当 然 ， 这是在 两个场合说 的 ，

决 了 这第二次危机 ， 并且这些工作的 总辑称作实
一

旦放到一处 ， 循环论证的荒唐便显而 易见 了 。

变 函数理论 。 事实上不然 ， 实 变 函数理论大 多是在 Ｋ ．Ｗｅ ｉ ｅ ｒ ｓ ｔ ｒａ ｓ ｓ （
１ ８ １ ５ － １ ８９ ７

） 之 后
，

错的 。 １ ８７２年 ，

Ｄ ｅｄ ｅ ｋ ｉ ｎ ｄ 、 Ｃａ ｎ ｔｏ ｒ 、 Ｃ ．Ｍｅｒａｙ

不管Ｎ ｅｗ ｔｏ ｎ 、 Ｌｅ ｉ ｂ ｎ ｉ ｚ 、 Ｃ ａ ｕ ｃ ｈ ｙ 还是其他 （
１ ８３５－ １ ９ １ １

）
和Ｈ ．Ｈ ｅ ｉ ｎ ｅ

（
１ ８２ １

－

１ ８８ １
）
几乎 同 时

人
， 都建立不起 Ｌｅ ｉ ｂ ｎ ｉ ｚ 意 义 的 微积分原理 ， 原发表 了 他们 各 自 的 实数理论 ， 其 中 ，

“

戴德金处

因 在于现行数学 的 数 －形模型没有 瞬 时量 。 因 为理这个 问题 的途径与维尔斯特拉斯 、 梅雷 、 海涅

导数是两个瞬 时量的 比 ， 即所谓瞬 时变化率 。 极和康托尔 的 略有差别 ，
因 为他不考虑 以什么方式

限可 以 蹩脚地说 明 瞬 时变化率 的存在 ， 但是 ， 没定义 无理数 以避开柯西 的恶性循环
” ［

８
１

，
也就是

有瞬 时量就没有瞬 时量比 的 表达形式 。说
，

Ｄ ｅ ｄ ｅ ｋ ｉ ｎ ｄ 实数构造 方 法——戴德 金分 割 法

通过重新构造数学 的 数 －形模型 ， 我们可 以是有 别于后面三位 的 。 有人 曾 以
“

戴德金分 割
”

重 建微积分 原理 。 这个微积分原理极其简单 易没用 极限论 为 由说 明如上循环论证不存在 ， 事实

学 ，
它 与 罗 宾逊 的 《非标准分析 》

一

样 ，

“

证 明真 的如此吗 ？

了Ｌｅ ｉ
ｂ ｎ ｉ ｚ 的 思想能够全面维护 。

”

 Ｄ ｅ ｄ ｅ ｋ ｉ ｎ ｄ 是这样构造无理数 的 ：

“

把有理数

？ 分 为 两类 ， 使第
一

类 Ａ 的每
一

个数都小于第二类
２ 头变 函数理论 中 的种种 问题＋

Ｂ 的每一个数 ， 那 么就有
一

个且只 有
一

个实数可

人们 总希望科学领域能成 为 一片远离集 团斗以 产 生这个分 割 ，
或 曰

‘

戴德金分 割 因 此 ，

争 的净土 ， 可是 ， 事实上绝不是这样 ，
不仅学术如 果我们 将有理数分成 Ａ 、 Ｂ 两 类 ， 使 Ａ 包含平

上也存在
“

冒 着被责 骂 的危险
” ｜

４
１

， 更严重 的 是方小 于 ２ 的所有数 ，

Ｂ 类包含平方大于 ２ 的所有

学术观点 的 当 政和在野往往与持此种观点 的人们数 ， 那么 ， 根据连续性公理 ， 就只有唯
一一

个实

的 政 治地位 与 经济 地位相 联 系 ，

“

数学 家 也 是数产 生 这个 分 割 ， 在 这里 写 作 及 。

”ｍ
戴 德 金

人
，
也要吃饭 、 穿 衣

” ［

５
］

。 因 此
，
这就不可避免说 ：

“

每 当 我们考虑
一

个不是 由 有理数产生 的 分

地 导致 学术 观 点 辩论 转化 为 学 术 集 团 的 斗争 。 割 （
Ａ

： ，Ａ ２ ） 时 ，
就 得 到

＿

个 新 数 即 无 理 数

Ｎ ｅｗｔｏ ｎ
１

＇Ｃ ａ ｕ ｃ ｈｙ （
１ ７８９－ １ ８５ ７

）

ｍ
和柯西派 的 很ａ

， 我们认 为 这个数是 由 分 割 （ ４ ，Ａ ２ ） 完 全

多人不是这样吗 ？ 确 定 的 。

”？“

戴德金分割 法
”

的 虚伪 之处在于

我们与传统数学之争 ，
已 经不仅是科学与科只能解决 已 知 的 无理数 问题 。 事实上

，

且不说现

学之争 ， 而且还是科学与
“

数学教
”

之争 。 我们行实数系定义 的有 问题 ， 即使 回避这些也还有 问

都知道 ， 高度抽象 的数学语言是不能做思想工作题
， 我们对

“

代数数之外
”

有 多 少认识——超越

的 。 以下将采 用 白话 的形式 阐 述现行实变 函 数理数又 分 为 多 少 类 ？ 它 们 的 性质如何 ？Ｄｅ ｄ ｅ ｋ ｉ ｎ ｄ

ｉ仑 中 的 问题 。 分割法对性质 尚 未弄清 的数是无能 为 力 的 。

２ ． １ 循环论证 Ｍ６ｒａｙ 和 Ｈ ｅ ｉ ｎ ｅ 与 Ｃ ａ ｎ ｔｏ ｒ 的 思想 具有
一

致

现 行数学 声 称 ， 实 数理论 是 严 密 而 完 整性 。 Ｃ ａ ｎ ｔｏ ｒ 的 思想是这样 的 ：

“

把实数 ａ 定义 为

的 ， 因 为 它 以科学 的极限理论 为依托 ；
极限论 的有理数序列 ｛

ａ
， ， ｝ ， 这里若Ｕ ？ ｝

必须是满足柯西收

科学性是不容置疑 的 ，
因 为 ，

它 以严密而完整 的敛准 则 的 基 本 序 列 ， 即 当 ￣ 时 ，

７^
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对任意正整数 致地趋于 ０ 。 Ｃ ａ ｎ ｔｏ ｒ把每个有找到 了 这个 ， 他们没有把 它仅仅 当 作无 穷集合 的

理数基本序列 与
一

个实数等 同 起来 。 而两个基本
一

个奇怪特性 ， 而是把 它作为 一个无 穷集合 的定

序列 ｛
？

？ ｝和 ｛ 心 丨
， 若 ｌ ｉｍ

（
ａ

？

－

心 ）

＝
０ ， 则被看成义 。 戴德金说

‘

如 果 系 统 Ｓ 与 其 适 当 的 部分 相

是等价 的 ， 即 它们定义 同
一

个实数 。 若 是任 似 ， 则 它是无限 系 统 ； 反之 ， 则 ｓ 为 有限 系统 。

’

意 实 数 序 列 ， 又 若 对 任意 正 整 数 致 地 有 在这
一

定义之下
’
无 穷 集合作 为 逻辑上 自 相容 的

成立 ， 则 必存在 唯
－

的
－

个自
实体而存在 ， 实数 的定义就完成 了 。

’ ’ ［

１ ４
］这就是

：
，康托主义者绞尽脑汁要人们接受 ， 同 时也是支撑

数 Ａ
，
它 被

一

个 由 有 理 数 ａ
， ，
构 成 的 基 本 序列

，现行微积分原理 的依据——
“

总体与其局部可 以
Ｕ ？ ｝

所确定 ， 使得 ｌ ｉｍ６
， ，
＝ ６

” １

１ １

１

并认 为 这样就
一—＿

对应
”

。 这样 ，
就有——如 果 系 统 Ｓ 与其适

自 的部分相似 ， 则 它是无 限 系 统 ；
如 果 Ｓ是无限

事 实 ± ’Ｃ ａ ｎ ｔｏ ｒ 的 思、 想 与
系 统 ， 则 Ｓ 就可 以 与其适 当 的 部分相似——这就

Ｂ ｏ ｌ ｚａ ｎ ｏ
－Ｗ ｅ ｉ ｅ ｒ ｓ ｔ ｒａｓ ｓ 区 间 套 定 理所讲 的

＿

样 ’

是大数学家 的所 为 ， 这就是神 圣不可侵犯 的 大数

即
“

如 果 实 数 序 列
｛？ ？ ｝ 和 ｛乂 ， ｝

满 足 条 件 ⑴
学 家 。 不 仅 如 此 ，

人 们 还 必 须 遵 守
“

谆 谆 教

⑵ ｌ ｉｍ Ｕ ？
＿

６
＂ ）

＝

导
”

， 布 尔 巴基学派核心成 员 Ｆ ． 豪斯道夫说 ：

“

这

〇
， 那 么 ， （

！

）
序列Ｕ ？ ｝

与序列
｛

６
？ ｝收敛于相 同 的 一

违反公理
‘

全体大于部分
’

的事实 ， 即是
‘

无

极限值 ：

Ｈｍ ？
＝ ｌ ｉｍ

乂
＝ｃ

， （
ｉ ｉ

）
ｃ 是满足下列条 限 的 矛盾之

一

，

， 对此 ， 我们必须 习 惯… …

件 的 唯
一

实数 ： 乂 ，

Ｖ ｎ ６Ｎ ．

” １

１ ２
１

他们所谓 的 局部可 以与 整体一一对应 ，

Ｃ ａ ｎ ｔｏ ｒ 先

用 的 都是有理逼近 ，
而按照 Ｂ ａ ｉ ｒｅ 的 第二类集合 生及其追 随者是这样解释 的 ：

“

对于 有 限 集合 ，

和 Ｌｅ ｂ ｅ ｓ ｇ ｕ ｅ 的 测 度理论 ， 存 在 无 数 超 越 数 区这 当 然是不可 以 的 ， 可是 ， 无限集合不 同 了 。 比

间 ， 阻隔 ？ 和 ？ ＋
〃
以及 和 乂 ， ＋

＂
相 互靠近 ，

也如 有限 的 自 然数无法与这些 自 然数 中 的奇数
一一

阻 隔 自 有理 区 间 开始 的 区 间 套收 向 一点 。 用 时髦对应 ，
而无限 的 自 然数就可 以 与这些无 限 的 自 然

的 词说就是 ，

Ｖｅ＞ ０
， 使得 与 Ａａ ，

ｘｊ＜￡ 要数 中 的奇数一一对应 ，
可见 ， 有 限集合与 无 限集

求
一

致 的 ｉＶ
（
ｅ

） 不 存 在 ，
因 为 ｍ 和 ？７ 都 是 自 然合 不 同 。

”

然而
， 对于无 限 集合 中 的 局部可 以 与

数 ， 按照 康托定理 ， 都无 法趋近 以 或 之上 为整个集合 自 身
一一

对应这
一

观点 ， 并没有给 出 有

基 的 〇〇
 ，
从而 （ ） 不完 备 。 当 然 ， 这都是力 的证 明 。

就谬论说谬论 。 相反 ， 设 Ａ 、 Ｂ 、 Ｃ 、 Ｄ 、 Ｅ 为 无 限集合 ，

Ａ＝

这样 ， 若承认极 限论 ， 就得否认 Ｂ ａ ｉ ｒｅ
１

１ ３
１

和Ｂ ＋Ｃ ＋Ｄ
， 再设 Ｃ ＝ Ｅ

， 则 Ｅ 为 Ａ 的真子集 。 Ａ 中 的

Ｌｅ ｂ ｅ ｓｇ ｕ ｅ 的理论 ； 若承认 Ｂ ａ ｉ ｒｅ 和 Ｌｅ ｂ ｅ ｓ ｇ ｕ ｅ 的真子 集 Ｃ 足 以 与 Ｅ对应 （ 有公理保证 ） ，
故

理 论
， 极 限 论 的 实 数 定 义 就 靠 不 住 。 还 有 ，

而
，

Ｅ 中 再无元素可与 Ｂ 和 Ｄ 对应 。 这个简单 的

Ｃ ａ ｎ ｔｏ ｒ定义 的 实数是数而不是量 ， 因 此 ，
没有测证 明对无限集合和 有限集合都适 用 。 光看到 Ａ 与

度 ， 支持不 了Ｌｅ ｂｅ ｓ ｇ ｕ ｅ 的 测度理论 。 Ｅ 中 的元素是无限 的 ，
就不 区分增长速度地举 出

２ ． ２ 总体与其局部并非可 以对应某
一

个对应方式 ， 很 不妥 。 这 种观 点 的 幼稚在

Ｄ ｅ ｄ ｅ ｋ ｉ ｎ ｄ 和 Ｃ ａ ｎ ｔｏ ｒ 试 图 为
“

无 穷 集 合理于 ，
因 为 Ｅ 中 具有 无 限 多 元素 ， 所 以 ，

Ｅ就可 以

论
， ，

寻找
一

个基础 。

“

他们在 Ｂ ｏ ｌ ｚａ ｎ ｏ 的 悖论 中与 （
Ｂ ＋ Ｃ ＋ Ｄ

） 中 的 元素
对应 下 去 ， 可是 ，
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

他们忘记 了Ｃ 与 Ｅ 是 同步 的 无 穷 多 ，
从而 ，

Ｂ 与 １…

Ｄ 在 Ｅ 中 找不到 对应项 。 相 反 ，
谁举 出 某

一

个对２＾ａ
２
＝

Ｏ ．Ｐ
２ １

Ｐ
２ ２

／Ｖ ＂

应方式 ，
谁就得给 出 可 以这样列举的证 明 。 有人３^

说 ：

“

通过具体列举就可 以证 明
一一对应 。

”

事实 ；

上
，
这是无 限 集合 ，

谁 列 举得 完 ？ 他们 还可 以Ｋ－ ？
＝

说 ：

“

给 出 列举方式就可 以 了 。

”

同样 ，
忽视两个 ；

集合 的增长速度 （ 即 关联关 系 ） 的列举方式是不再构 造 ｂ ＝ ０ ．￣Ｗ ３

＿ “

（Ｖ －

， 并 规 定 尸《
＝

１
，

可能 的 。 当 我们说 Ｅ 是 Ａ 的 真子集 时 ， 这就 已经则 心 ＝ ９
， 若 尸《 — １

， 则 心 ＝
１

， 因 此 ，

ｂ 是 （
０

，

１
］

是关联关 系 了 。 中 的
一

个实数 ， 但却不 同 于如上厚列 中 的任何
一

就 自 然数可 以与其子集奇数
一一对应 的说法个实数 ，

这就与假设矛盾 ，
因 此 ， （

０
，

１
］
是不可数

而言 ，

＿

个 是 ：

１ 、 ２ 、 ３
…

ｎ
…

； 另
一

个是 ：
１ 、的 ， 同理 ， 任何实数 区 间 均不可数 。

” １

１ ７
１

３
…

（
２ ｎ

－

１
） 。 即 使 到 了 －＞

，ｎ 也是 同 步 的 ， 因如 上证 明有前提性错误——实数不可 以写 作

此 ， 自 然数集合是奇数集合 的 ２ 倍 。 当 然 ， 有人无限不循环小数 ，
因 为 这里是纯数学而不是应 用

又会说 ：

“

这是有限集合 的逻辑 。

”

可是 ，
主张无数学 。 有理数 当 然不是 无限不循环小数 ， 无理数

限集合具有上述特征 的 人给 出 过令人信服 的 证 明也只是他 自 己 ， 绝不是无限不循环小数 。 无限 小

吗 ？ 他们 不也是承认全体 自 然数不能与全体实数数是动 态 的 、 不确 定 的 数 ，
而无理数是静态 的 、

建立
一一对应关 系 吗 ？ 确定 的数 。 如果用序列讲 ，

无理数是无限不循环

诚然 ， 任意
一

个实数区 间里 的 实数是可 以与小数序列 的极限 ，
而不是它 自 身 ， 也不是这个动

自 然数建立
一一对应关 系 的 ， 这也就是通 常 所说态过程 。 Ｃ ａｎ ｔｏ ｒ 的错误在于把无理数等 同于该无

的数数 （ 这 与 １ ８９０ 年 Ｃ ａ ｎ ｔｏ ｒ证 明他 的 定理也是理数对应 的 无限不循环小数序列 的动态过程 。 也

截然相反 的 ）

｜

１

＇ 因 为 这两个无 限集合没有 关联就是说 ，

Ｃ ａ ｎ ｔｏ ｒ把无限不循环小数序列 的极限 与

关 系 。 有人说 ：

“

不 ！ 自 然数是实数 的 真子 集 。

”

无限不循环小数序列 的 动态延续混 为
一

谈 。

我们说 ：

“

自 然数集是实数集 的 真子集 ，
自 然数康托定理还有

一

种直观 的证 明方式 ，
当 然也

集可不是实数集子区 间 的真子集 。

”

是反证法 。 设 （
０

，

１
］ 的所有点 （ 数 ） 可 以排成

２ ． ３Ｃ ａｎ ｔｏ ｒ定理的证明 的前提不成立
“

＾
１ ？ 
＾

２ ＞＾ ３ ． （
１

）

Ｃａ ｎｔｏ ｒ定理 的基本论点散见于似是而非 的题我们把标号 ａ
ｉ
的点 用

－

个长 为 士 的 区 间 盖

为 《论全体代数数 的 性质 》 的 文章 中 ， 这篇文章 ｉ

发表于 １ ８７４ 年克 雷 尔 主编 的 《纯粹数学与应
住

’
标号 ？ 的 点 用

＿

个长 为
ｉ

的 区 间 盖住 ’

数学 》 杂 志 上 。 Ｃａ ｎ ｔｏ ｒ 自 己 满意 的 证 明 发表于如 此下去 ，
如 果 ０ 和 １ 之 间 的所有点都包含在序

１ ８９０ 年 ， 这个证 明 的要点是 ：

 列 （
１

） 中 ， 则 这 个 单 位 区 间 将 被 长 为 士 ，

“

假定 （
０

，

１
］
是可数集 ，

则 必然存在 （
０

，

１
］ 中 所

有实数的
－

个序列 …

， 然后将每个这￥ ，

… 的 子 区 肖 （ 可能 有相 互重叠 ） 序列 完全

样的 实数写成十进制小数形式 ， 并约定将有理数盖住 （ 其 中 有些 区 间超 出 了 这个单位区 间 ，
这一

写成无 穷小数 ， 如 １ ／２
＝ ０ ． ４９９９

…

， 于是有 ：事实并不影 响 我们 的证 明 ） 。 这些 区 间 长度 的 总
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和 由等比级数 的 反证法之外 ，

“

即 使在原则 上也不可能给 出 直

「
＂

］接 的 构 造 性 证 明 。

” １

１ ９
１

像Ｈ ． Ｐｏ ｉ ｎ ｃａ ｒ ６
（
１ ８５ ４

—

Ｗ

＋

ｉ 〇
２
＋

ｉ 〇
３

＋ ＂ ＇

＝

Ｋ）

￣

Ｓ
－

＝

９ １ ９ １ ２
）

、 Ｌ ． Ｅ ． Ｂ ｒｏ ｕｗ ｅ ｒ （
１ ８８ １

—

１ ９６６
） 、 Ｈ ．Ｗ ｅ ｙ ｌ

Ｌ

￣

 （
１ ８ ８５

—

１ ９５５
） 这类非假大空数学家是不承认从

给 出
， 因 此从序列 （

１
） 包含 了 从 〇 到 １ 的 所有 康托到希尔伯特的不严肃 的东西 的 。

实数这个假定 出 发 ， 我们推 出 用 总长 为
｜
的 区 间２ ．４ 现行实数 系没有测度

盖住长度 为 １ 的 中 个 区 间 ， 这 在直观 上 是 荒谬
“

＂ 可 以 唯
－地扩张成 为 Ｂ

（
ｉ〇 上 的 ＣＴ 的 有

的 。

丨

１ ８
〗

其 它单位 区 间 亦 然 。 因 此 ， 康托及其赞成限 测 度 （ 称 之 为 Ｌｅ ｂ ｅ ｓ ｇ ｕｅ 测 度 ） 。 令 Ｂ
（
ｉ？

＂

） 为

者认 为 康托定理成立 。 这个反证法 同样有
一 ＾ 致ＢＣＲ

＂

） 的 完备化 ， 称 中 元 为 Ｌｅ ｂ ｅ ｓｇ ｕ ｅ 可测

命前提性错误
——认 为 测度 的数学承担者理所 当集 ， 而 ＢＣＲ

＂

） 中 元 为 Ｂｏ ｒｅ ｌ 可测 集 。

”？
对此 ，

人

然地是点或者数本身 。 其实不然 ， 在现行数学的们 要 问 测 度 的 数学承担者是谁 ？Ｌｅ ｂ ｅ ｓｇ ｕ ｅ
—

行

数 －形模型条件下 ， 测 度 的 数学承担者只 能是连人 回 答 是 超 越 数 。 在 Ｃａ ｒｉ ｔｏ 「 、 Ｂ ａ ｉ 「ｅ 乃 至

续 区 间 的 点空儿 ，
当 然 ，

这个 问题会在下面谈测Ｌｅ ｂ ｅ ｓ ｇ ｕ ｅ 等人看来 ， 实数 已 经填满 了 数轴 ， 无

度 问 题时给 出 说 明 。 如果认 为 点 与点之 间 的 空 隙理数 （ 或者超越数 ） 就是 测度 的数学承担者 ，
这

是 测 度 的 数 学 承 担 者 ， 则 有 心 ，就是测度理论 的 核心思想
［

２ １

１

。 Ｌｅ ｂ ｅ ｓｇ ｕ ｅ 的 原话

？

 ： 〇
ｎ

是 这样说 的 ：

“

我希 望 首 先 对 集合赋 予 数 的 属

ＯＴ
［ （
０

’

１
］ ］

＝＝ ．

Ｙ
）
＝ １

 ’
这 才顺

性 ，
这种数类似于 它 们 的长度 。

， ， ⑶这种理论是

理成章 。 因此 ， 我们说把不是测度承担者 的 点或使用 排除法完成 的 ， 其证 明 的逻辑脉络为 ：
区 间

者数强行加上长度 ， 然后得 出
一

个错误 的 结论 ，

及其对应 的线段是有测度 的 ，
而代数数及其对应

这能说 明什么 呢 ？ 点 的 测 Ｉ 度 为 ０ 。 可是 ：
，
区 间 及 ？其对

＇

应线段 是 ： 由 代 ；

相反 ， 实 变 函数是 为 了 支持和 完善古典微积数数及其对应点和超越数及其对应点构成 的 ， 所

分原理而建立 的 ， 实 变 函 数通过
一次错误证 明 了以 ，

超越数及其对应点是测度 的数学承担者 。 事

古典微积分原理 中 的错误不错的 同 时 ， 又把不错实上 ，
区 间 及其对应 的线段不是 由 二者 ，

而是 由

的 变成错的 了 。 在古典微积分原理那里 ，
积分被三者一代数数与超越数 以及数与数 的 间 隙共 同

？

＾？构成 ， 因 此 ，
只排除 代数数是 泖 Ｉ 度 的 数学承担

定 义 为 ｌ ｉｍ
２ ／Ｃｒ

，

．

）
Ａｘ

，

．＝

Ｊ ／⑵办 或 者
一台 Ｊａ

者 ， 但却不知道与实数
一样 多 的 间 隙存在 ， 就武

办
，
而 在 实 变 函 数这Ｓ断地说＿数及其对应点是测度＿学雜者 ，

江

这种逻辑是不成立 的 。 事实上 ，
现行实数从来就

？ 对应 的是可数无 穷 大 ，
ｘ 对应 的是不可数无帛

没填满过数轴 ，
因 为 现■和 点都是无度量 的 ，

大 。 按照±述紐雜 ，
４細观无穷 大 《

臟轴是有度量 的 ，
无度量 的麟点不管 多 到何

是 无 法 穷 尽
［
ａ

，

ｂ
］
的 ’

因 此
’
无

＇

法 实 ｉ见
种程度 ， 数轴都是有空 隙 的 ， 从这种空想 出 发 的

ｆ；

／ （
：ｒ

，

．

）
Ａｘ

，

． ＝

ｆ ／ （
ｚ

）
办 ＝ ＦＵ ）

丨

丨 。任何证 明都是立不住的 。 数是不能有测度 的 ，
只

＇
＝

１

＆入
有量才可 以有测度 ，

量是数的 差 。

人们还须注意
一

个事实 ， 康托定理 ， 除所谓

Ｓ６７



前沿科学 （ 季刊 ） ２０ １ ６
． ４ 第 １ ０

ｆ 

？ 总 第 ４０期

｜



背离 Ｌｅ ｉ ｂ ｎ ｉ ｚ 微积分思想 的人 总是不厌其烦无理数 （ 抑 或 超越数 ） ＿ｒ
。 。 不管是 有理数还是

地高 叫
“

直觉不可靠
”

。 直觉确实未必可靠 ， Ｗ无理数
， 都可 以无限逼近 ， 因 为士— ｏ 。

是直觉可 以让人轻而易 举地发现荒唐 ，
比如

“

局

部可 以 与 整体
－－对应

”

。 即 使我们权且相信几我们 可否 用 有理数 逼近 ｅ 呢 ？ 如

何直观未 必可靠 ， 那 么 ， 解析几何也不可靠 吗 ？ 、 ｑ）

解析几何告诉人们 ， 麵獅应 的 点 与傾数对
雜个逼近可＿＿

作跳 ， 嶋是微小 的量

应的 点在解析 ／Ｉ何散 ±没有任何不 同 ， 代觀＿ ， 敎 ，
人賴可 以说无醜不能 用 有理数

承担不 了 测度 ， 超越数怎么就能承担测度呢 ？ １

很好地
，

逼近 。 事 实 上恰恰相 反７ ＋ １

与

再从 另 一个 角 度看测 度论
：

一

个超越 （ 数 ）
’

Ｌ」

点 的 测度是 〇
， 可数无 穷 多个超越 （ 数 ） 点 的 测

ｆ

ｉ ＋ ｉ

ｊ
有 什 么 不 同 ？ 在 ｌ ｉｍ

ｆ

１ ＋
丄
ｙ
＝

ｆ 中 ，

度也是 〇
， 而不可数无 穷 多 个超越 （ 数 ） 点 的 测

ｌｘ

度就是非 ０ 的
一

个具体数值 了 。 有 Ｘ 不 能 是 自 然 数 的 规 定 吗 ？ 在

除非是全体实数 ， 否则 ， 就不存在不可数无＋ｅ中 ，
ｅ 不是任意小 的正数吗 ？

穷 多 。 自 然数集是 实数集的真子集 ， 因 此
， 自 然

Ｘ

＋

数不能与全体实数
一

对应
；
而 自 然数不是实数事 实 上 ， 对 Ｌ＿ ｌ

ｌ ｅ 不 等 式 ，
ｇ ｐ 使 是 Ｊ ．

集子 区 间 的真子集 ， 因 而 ，
它们 之 间没有关联关

Ｌ＿ ｌ ｌ ｅ （
１ ８０９ － １ ８ ８ ２

） 本人也没有给 出 过合理

系 ， 自 然数可 以与任意实数 区 间 建立
一对应关

的解释 。

“

Ｌ— 在篇 年指 出 ， 代数数不能

系 。 正是这个道理 ， 任意实数区 间里隨都是〗

‘

Ｐ ５
１

数的 。

２ ．５ 实 变 函 数论对 刘 维 尔 不 等式 的解 释有
Ｃ ．Ｈ ｅ ｒｍ ＇ ｔｅ通 过＝

错误

、
并令

以往对 Ｌ ｉ ｏ ｕ ｖ ｉ
ｌ ｌ ｅ 不等式

ｆ

－

：
０的 解削＝ 加 ＋ ？

）
！，

＂ ＋

如 ，

０
） 和 ＱＵ ）

＝

ｔ （
ｗ ＋ ？

）
！ Ｗ

＋ ＂ ＋  １

ｎｒ
，

ｌ
） ， 得到

释——
“

无理数 Ｘ
。 同 任何有理数 上 之 间 必定至

ｑ Ｒ
（
ｘ

） 

＝
Ｐ

（
ｘ

）
ｅ

ｓ
－

Ｑ （
ｘ

） ，其中

少存在－个大小 为古 的 空 隙 。

” －
并 以此得到

咖４ 
＋

， ＋ ？ ＋

‘ 最后

“

代数数犹如镶嵌在长空夜幕下 的 点 点繁星
，
而得到

浓黑 的 万里长 空 则 是超越 数 的 苍 弯 。

”＿从 而 ，

ｐ ＾＋ｐ ｘ

超越数
“

理论
”

成 为 支撑 Ｌｅ ｂ ｅｓｇ ｕ ｅ 测 度论 的 基
ｅ 

—

ｉ
之

＾
７

’ 或
ｉ 

—

ｅ ， 其 中 ９

础 。 大于等于 由 ｅ 决定 的 常数 Ｃ 。

１

２６
１

如 上对刘 维 尔 不等式 的 解释是错误 的 。 恰了＆ｐｐ １ｘ＿

不 管 是抑 或

恰相 反 ， 随 着 ｃ〇
，

〇 。 也就是说 ， ｑ

Ａ
ｑ ￥

随着 ？ 的 无限增大 ， 有理数 可 以 无隨靠ａ ｐ^ ｍ ｔ： Ｄ ｉ ｎ Ｇ ｈ ｌ ｅ ｔ ｌ１近不等式

ｓ／
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１ ［
７

］
李 心灿 ． 微积分 的创 立 者及其 先驱 （第 三版 ）

． 高 等教 育

（ 其 中 ，

ｅ 为 任意 实数 ， 任意给出 版社
，
２ ０ ０７ ： ２４０ ．

［
８

］Ｂ ． 波 耶 ． 唐 生 译 ． 微积 分概 念发展 史 ． 复旦 大 学 出 版

定 的 实 数 Ｑ＞ １
，Ｐ 、 ？ 为 整 数 ）

［

２ ７
１

， 就 会 明社
，

２ ００ ７ ： ２ ８３ ．

白 ， 现在数学界对刘 维 尔 不等式 的 解释是 错误 ［
９

］Ｂ ． 波 耶 ． 唐 生译 ． 微 积 分概念发展 史 ． 复旦 大 学 出 版

＿ 、社
，
２ ０ ０７ ： ２ ８ ４ ．

的 。 这里 的奥妙在于 ｇ 是 为逼近某
一

实数而设定
［
１ ０

］ａ 爱 德 华 ． 张 鸿 林译 ． 微积 分发展 史 ．
北 京 出 版社

，

的 ， 即ｇ 

— 〇〇
。 １ ９ ８ ７ ： ４ ５ ４ ．

［

１ １
］
李 文 林 ． 数 学 史 概 论

（ 第 二 版 ）
． 高 等 教 育 出 版 社

，

贫 语
２０ ０ ２ ： ２ ５ ４ ．

Ｐ

 Ｐ ２
］
张 筑 生 ． 数 学 分析新讲 （ 第

一 册
）

． 北 京 大 学 出 版社
，

１ ９９ ０ ： ７ ６ ．

分析数学 ，
尤其是近代分析 ，

从来就不像对
［
１ ３

］ｗ ．Ｄ ｕｎｈ ａｍ ． 李 伯 民等译 ． 微积 分 的 历 程 ．
人 民 邮 电

数学 史 知 之甚 少 的 数学工 作者所理解 的 那个样出 版社
，

２〇 １ ０ ： １ ９ ４ ．

子 ， 也从来 不像 当 代数学教科书 所 写 的 那个样
［
Ｉ ４

］波 耶 ． 唐 生译 ． 微积 分概念发展 史 ． 复旦 大 学 出 版

社
，

２ ０ ０ ７ ： ２ ８ ８ ．

子 。 以 Ｓ ． Ｄ ． Ｐｏ ｉ ｓｓｏ ｎ
（
１ ７ ８ １

－

１ ８４０
）
为 代 表 的 数 学 ［

１ ５
］Ｆ ． 豪 斯道 夫 ． 张 一 良等 译 ． 集论 ． 科 学 出 版社

，
ｉ ９ ６ ０ ：

家从来就不 同意 以柯西 为代表 的微积分原理 ， 以
１ ７

＾^

［

１ ６
］Ｒ ．柯 朗

，

Ｈ ． 罗 宾 ． 什 么 是数 学 （ 第 二版 ）
． 复旦 大 学 出

Ｈ ． Ｐｏ ｉ ｎ ｃａ ｒ ６ 、 Ｆ ． Ｋ 丨 ｅ ｉ ｎ （
１ ８４９

－

１ ９２５
） 等 为 代 表版社

，

２〇 〇８ ： ９ ５

的 数学家从来就不 同意实 变 函数理论 。 人们似乎 ［

Ｉ ？
］
李 文 林 ． 数 学 史 概 论

（ 第 二 版 ）

． 高 等 教 育 出 版 社
，

２０ ０２ ： ２ ５ ７ ．

忘记 ，

“

庞加莱 、 克莱 因 和希 尔伯特 ， 是在 １ ９ 世
［
１ ８

］Ｒ ． 克 朗
，

Ｈ ． 罗 宾 ． 什 么 是数 学 （ 第 三版 ）

． 复旦 大 学 出

纪 和 ２０ 世纪数学交界线上耸立 着 的 三个 巨 大 身版社
，

２〇 １ ２ ： ９ ６ ９ ７ ．

影 ０

” １

２８
１ ‘ ‘

三个 巨 大 身 影
， ，

中 的 两个都反对 的 东
［

！ ９
］什 么 是数 学

（
第 三版 ）

． 复旦 大 学 出

西 ， 竟然会 向希尔伯特
一边倒 ， 个 中 数学之外 的 ［

２ ０
］
严加安 ． 测度论讲 义

（ 第 二版 ）
． 科 学 出 版社

，

２〇 〇 ４ ： ２ ３ ．

原断起到作用该引起我们深思 。 Ｐ １
］
周 民 强 ． 纟 变 函 数 论

（ 第 二 版 ）

． 北 京 大 学 出 版 社 ’

２ ０ ０ ８ ： ５ １

－

５ ９ ．

最基本 内容已 经成为 分析数学各个分支 的普 ［
２ ２

］Ｈ ． Ｌ ｅｂ ｅ ｓ
ｇ
ｕｅ

’
Ｌｅ ｃ ｏ ｎ ｓｓｕ ｒ １

’

 ｉ ｎ ｔｅ ｇ
ｒａ ｔ ｉ ｏｎｅ ｔ ｌａｒｅ ｃｈ ｅ ｒ ｃｈ ｅ

遍基础
１

２９
１

的 实 变 函数理论仍然值得质疑 。 总而言 ｄ ｅ ｓｆｃｍ ｃ ｔｋｍ ｓｐｒｉｍ ｉ ｔ ｉｖｅ ｓ
’

Ｇ ａ ｕ ｔｈ ｉ ｅ ｒ
—Ｖ ｉ ｌ ｌ ａ ｒｓ

，

ｌ ９ ０４ ： ３ ６ ．

之
， 这里不求如上论证个个 四平八稳 ， 只要其 中ｐ ３

］Ｗ．Ｄｕｎｈ ａｍ ． 李 伯 民等译 ． 微积分 的 历 程 ．
人 民 邮 电

有一个立得住 ， 就足 以说 明作 为 现行微积分原理＊ 版社
，

２〇 １ ０ ： １ ４ 〇 ．

． ， ， ［
２ ４ １Ｅ ｒｉ ｃＴ ｅｍｐ ｌ ｅＢ ｅ ｌ ｌ

，

Ｍ ｅｎｏ ｆＭ ａ ｔｈ ｅｍａ ｔ ｉ ｃ ｓ
，
Ｓ ｉｍ ｏｎ＆

的 完善 的实变 函数理论是立不住的 。 ■ Ｓ ｃｈ ｕ Ｓ ｔｅｒ
，
＾３ ７ ： ５ ６ ９ ．

［

２ ５
］
于 秀 源 ． 超 越数 论基 础 ． 哈 尔 滨 工 业 大 学 出 版 社

，
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推荐人 ：罗华章
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