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【摘要】作为现行微积分原理的完善，或者作为分析严 

格化的实变函数理论立得住吗?本文以通俗而简明的方式 

列举了实变函数理论的几处核心错误或误解，从而，让人们 

清楚实变函数理论作为现行微积分原理的完善的论据是靠 

不住的． 

【关键词】实数；数一形模型；康托定理；测度 

一

、引 言 

《浅谈现行微积分原理的错误》⋯一文发表后，某名校 

组织包括数学院士在内的数学科学学院的教授们写文章批 

驳，滑稽的是批不了，理由是“一位工科男捡了个天大的洋 

便宜”，还有的人说：“我早就知道微积分原理有错误，可是， 

这些问题在实变函数理论和现代分析那里早巳解决了．”事 

情真的是这样吗? 

事实上，“最基本内容已经成为分析数学各个分支的普 

遍基础” 2 的实变函数理论也立不住．下面，就“冒着被责骂 

的危险”，_] 与“也要吃饭、穿衣”l4 的数学家们探讨一下实 

变函数理论 中的问题． 

二、实变函数理论中的种种问题 

(一)现行实数理论还不能自圆其说 

现代主流数学家声称实数理论是严密而完整的，因为 

它以科学的极限理论为依托；极限论的科学性是不容置疑 

的，因为，它以严密而完整的实数理论为前提．事实上是这 

样吗?在解析几何视角下，到定点的距离为定长的动点的 

轨迹为圆．而在解析几何的坐标中，任意两点都对应两个数 

或者两个数组 ，也就是说，任意两个点或两个数之间都可以 

插入无限多个点或者数(数组)，因此，只有这样几何图形或 

区间才有长度(测度)可言．基于此 ，不管边数怎样无限增 

多，正多边形的任意一个边的两个端点都不会重合 ，只有这 

样，正多边形才保有周长．然而，这样一来 ，“到定点的距离 

为定长的动点的轨迹”反倒不存在 了．极限论 的来源就是 

“正多边形边数无限增多的极限是圆”，而在现行实数理论 

体系之下的解析几何中，极限论中的极限都不存在了，尤其 

是瞬时变化率对应 的切线和积分对应的曲边梯形不存在 

了，而展现在解析几何中的只能是切割长度无限减小的割 

线和折数无限增多的折线梯形．解析几何是数与形的统一， 

也就是说，现行实数系下的解析几何从数和形两个方面否 

定了极限论． 

Bolzano和 Weierstrass，乃至 M6ray、Heine与 Cantor的思 

想具有一致性，他们都用极限论定义实数系．只实数依靠极 

限论这一点 ，就足以说明实数理论的科学性 尚待解决． 

Dedekind没有用极限论构造实数，但他的方法没有能 

力构造出实数系．他说 ：“每当我们考虑一个不是 由有理数 

产生的分割(A ， ：)时，就得到一个新数即无理数 n，我们认 

为这个数是由分割(A。，A )完全确定的．” 。‘‘戴德金分割 

法”的虚伪之处在于只能分割出其性质已知的实数．事实 

上，我们对“代数数之外”知之甚少——超越数又分为多少 

类?它们的性质如何?Dedekind分割法对性质尚未弄清的 

数是无能为力的． 

(二)总体与其局部可以一一对应纯系呓语 

设 A，B，c，D， 为无限集合，A：B+c+D，再设 C=E， 

则 E为 A的真子集． 中的真子集 c足以与 E一 对应(有 

公理保证)，故而，E中再无元素可与曰和 D对应．这个简单 

的证明对无限集合和有限集合都适用．光看到 A与 E中的 

元素是无限的，就不区分增长速度地举出某一个对应方式， 

很不妥．这种观点的幼稚在于 ，因为 E中具有无限多元素， 

所以，E就可以与(曰+c+D)中的元素一一对应下去，可 

是 ，他们忘记了 c与 E是同步的无穷多，从而， 和 D在 E 

中找不到对应项．相反，谁举出某一个对应方式 ，谁就得给 

出可以这样列举的证明．有人说 ：“通过具体列举就可以证 

明一一对应．”我们说，这是无限集合，谁列举得完?他们还 

可以说 ：“给出列举方式就可以了．”我们说，忽视两个集合 

的增长速度(即关联关系)的列举方式是胡扯．当我们说 E 

是 』4的真子集时，这就已经是关联关系了． 

就自然数可以与其子集奇数一一对应的说法而言，一 

个是 1，2，3 一， ；另一个是 1，3，⋯，2n一1．即使到了。。，n 

也是同步的，因此，A然数集合是奇数集合的2倍．当然，有 

人又会说：“这是有限集合的逻辑．”可是，主张无限集合具 

有上述特征的人给出过令人信服的证明吗?他们不也承认 

全体自然数不能与全体实数建立一一对应关系吗?难道这 

不是两个无限集吗? 

诚然，任意一个实数区间里的实数是可以与 自然数建 

立一一对应关系的，这也就是通常所说的数数(这与 1890 

年 Cantor证明他的定理也是截然相反的) J，因为这两个无 

限集合没有关联关系．有人说：“不 !自然数是实数的真子 

集．”我们说 ：“自然数集是实数集的真子集，自然数集可不 

是实数集子区间的真子集．” 

(三)Cantor定理的证明的前提不成立 

Cantor定理的基本论点散见于似是而非的题为《论全 

体代数数的性质》的文章 中，这篇文章发表于 1874年克雷 

尔主编的《纯粹数学与应用数学》杂志上．Cantor自己满意 

的证明发表于 1890年 ，这个证明的要点是 ： 

“假定(0，1]是可数集，则必然存在(0，1]中所有实数 

的一个序列 o a203⋯。 ⋯，然后将每个这样的实数写成十 
1 

进制小数形式，并约定将有理数写成无穷小数，如，÷ = 
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0．4999⋯，于是有 

1” “l 0．P1j尸】2Pl3⋯ 

2+ Ⅱ，=0．P，IP，，P，1⋯ 

3 =0．P31P32P”⋯ 

十’。̂ =0．P 】̂P P船⋯ 

再构造 b=0．b b2b3⋯b ⋯，并规定 P“=1，则 b̂=9，若 

P“≠l，则b =1，因此，b是(0，1]中的一个实数，但却不同 

于如上序列中的任何一个实数，这就与假设矛盾，因此，(0， 

1]是不可数的，同理，任何实数区间均不可数．” 

如上证明有前提性错误——实数不可以写作无限不循 

环小数，因为这里是纯数学而不是应用数学．有理数当然不 

是无限不循环小数 ，无理数也只是他 自己，绝不是无限不循 

环小数．无限小数是动态的、不确定的数，而无理数是静态 

的、确定的数．如果用序列讲，无理数是无限不循环小数序 

列的极限，而不是它自身，也不是这个动态过程．Cantor的错 

误在于把无理数等同于该无理数对应的无限不循环小数序 

列的动态过程．也就是说 ，Cantor把无限不循环小数序列的 

极限与无限不循环小数序列的动态延续混为一谈． 

康托定理还有一种直观的证明方式，当然也是反证法． 

设(0，1]的所有点(数)可以排成 

Ⅱl，。2，n3，⋯ (1) 

我们把标号 n，的点用一个长为 的区间盖住，标号 o 

的点用一个长为 的区间盖住，如此下去，如果 0和 1之间 

的所有点都包含在序列(1)中，则这个单位区间将被长为 

亩，寺，⋯的子区间(可能有相互重叠)序列完全盖住·(其 
中有些区间超出了这个单位区间，这一事实并不影响我们 

的证明)这些区间长度的总和由等比级数 寺 

⋯ =  [ 】=寺 眦从序列(1)包含了从0到 
l的所有实数这个假定出发，我们推出用总长为去的区间 

盖住长度为 1的整个区间．这在直观上是荒谬的． 其他单 

位区间亦然．因此，康托及其赞成者认为康托定理成立．这 

个反证法同样有一个致命前提性错误——认为测度的数学 

承担者理所当然地是点或者数本身．其实不然 ，在现行数学 

的数 一形模型条件下，测度 的数学承担者只能是连续 区间 

的点空儿，当然，这个问题会在下面谈测度 问题时给出说 

明．如果认为点与点之间的空隙是测度的数学承担者，则有 

，州 (0，1 1]=
⋯

lim
～  (n· )=1'这 n ，。～ 1 一∞＼ n， 

才顺理成章． 此 ，我们说把不是测度承担者的点或者数强 

行加上长度，然后得出一个错误的结论，这能说明什么呢? 

相反，实变函数是为了支持和完善古典微积分原理而 

建立的，实变函数通过一次错误证明了古典微积分原理中 

的错误不错的同时，义把不错的变成错的丫．存古典微积分 

．  一 

原理那里，积分被定义为 m̈ ) =f Jr( )dx或者 
憎  扣  

一  一 

lim )Ax =J，( )dx，而存实变函数这里 对应的是 
n一 王 

可数无穷大 ， 对应的是不可数无穷大．按照上述康托定理， 

n对应的可数无穷大 是无法穷尽[。，b]的，【太J此，无法实 

一 ． 

现 lim )△ =J八 )dx= ’( )I：。 矗1 “ 

人们还须注意一个事实 ，康托定理 ，除所谓的反证法之 

外，“即使在原则上也不可能给出直接的构造性证明．” 像 

H．Poincar6(1854一l912)、L．E．Brouwer(1881一l966)、H， 

Weyl(1885--1955)这类非假大空数学家是不承认从康托到 

希尔伯特的不严肃的东西的． 

(四)现行实数系没有测度 
“

肛可以唯一地扩张成为 曰(R )上的or的有限测度(称 

之为 Lebesgue测 度)．令 ( )为 日(尺 )的完备 化，称 

曰(R )中元为 Lebesgue可测集，而 口(R )中元为 Borel呵测 

集．”[io]与此相类似，还有 C[0，T]上的 Wiener测度 J．对 

此，人们要问测度的数学承担者是谁?I~besgue一行人 

答是超越数．在 Cantor、Baire乃至 Lebesgue等人看来，实数 

已经填满了数轴 ，无理数(或者超越数)就是测度的数学承 

担者 ，这就是测度理论的核心思想 ．Lebesgue的原话是这 

样说的：“我希望首先对集合赋予数的属性，这种数类似f 

它们的长度．” 这种理论是使用排除法完成的，其证明的 

逻辑脉络为：区间及其对应的线段是有测度的，而代数数及 

其对应点的测度为0．可是，区间及其对应线段是由代数数 

及其对应点和超越数及其对应点构成的，所以，超越数及其 

对应点是测度的数学承担者．事实上，区问及其对应的线段 

不是由二者，而是 由三者——代数数与超越数 以及数与数 

的间隙共同构成，因此，只排除代数数是测度的数学承担 

者，但却不知道与实数一样多的间隙存在，就武断地说超越 

数及其对应点是测度的数学承担者，这种逻辑是可笑的．事 

实上，现行实数从来就没填满过数轴 ，因为现行数和点都是 

无度量的，而数轴是有度量的，无度量的数或点不管多到何 

种程度，数轴都是有空隙的，从这种空想出发的任何证 明都 

是立不住的．数是不能有测度的，只有量才可以有测度，坦 

是数的差．解析几何告诉人们 ，超越数对应的点与代数数对 

应的点在解析几何意义上没有任何不同，代数数承担不 了 

测度 ，超越数怎么就能承担测度呢? 

再从另一个角度看测度论：一个超越 (数)点的测度足 

0，可数无穷多个超越(数)点的测度也是 0，而不可数无穷 

多个超越 (数)点的测度就是非 0的一个具体数值 了．谁的 

大脑可以接受这样的逻辑? 

除非是全体实数 ，否则，就不存在不 f数 、无穷多．『J然 

数集是实数集的真子集，因此 ，自然数不能与全体实数一一一 

对应；而自然数不是实数集子区间的真子集， ，它们之 

间没有关联关系，自然数可以与任意实数 间建立一一对 

应关系．正足这个道理，任意实数区间里的数都屉可数的． 
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(五)实变函数论对刘维尔不等式的解释有错误 

以往对Liouville不等式。号一X0 l≥ 的解释—— 
“无理数 ‰ 同任何有理数卫 之间必定至少存在一个大小为 

÷ 的空隙”． “ 并以此得到“代数数犹如镶嵌在长空夜幕 

下的点点繁星，而浓黑的万里长空则是超越数的苍穹”．̈ 

从而，超越数“理论”成为支撑 IJebesgue测度论的基础． 

如上对刘维尔不等式的解释是错误的．恰恰相反，随着 

口一 ，_} —加．也就是说，随着g的无限增大，有理数 可 
／1 口 V 

以无限地靠近无理数(抑或超越数)‰．不管是有理数还是 

无理数，都可以无限逼近，因为— ． 
 ̂ q 

我们可否用有理数f 1 逼近。呢?如果这个逼近 

可以被一个恒定的，哪怕是微小的量阻隔，那么，人们就可 

以说无理数不能用有理数‘很好地 ’逼近．事实上恰恰相反， 

( ) 与(，+寺) 有什么不同 在 (-+÷) =e中， 

有 不能是自然数的规定吗?在f(1+÷) 一ef≤g中，s 
不是任意小的正数吗? 

事实上 ，对 Liouville不等式，即使是 J．Liouville(1809— 

1882)本人也没有给出过合理的解释．“Liouville在 1844年 

指出，代数数不能用有理数 ‘很好地’逼近⋯⋯”ll 6l 

C．Hermite通过 

’y)=至
k=0 
’ ( )，并令脚)= 

(m+n)Ix F( ，0)和 Q(x)=(m+n)! F( ，1)， 

得到 R(x) ：e(x)e 一Q( )，其 中 R( )= (m +n)! 

⋯  

e I -xy，最后得到}e一寺I≥嘉，或 

f号一ef≥ ，其中q大于等于由 决定的常数c̈ 

不管是I卫q一 。f≥ 抑或【号一 。f≥ ，只要 

对比Dirichlet逼近不等式l号一 1≤ 1，(其中， 为任意 
实数 ，任意给定的实数 Q>1，p．q为整数) ，就会明白，现 

在数学界对刘维尔不等式的解释是错误的．因为 Dirichlet 

的 可以是 Liouville的‰．这里的奥妙在于q是为逼近某一 

实数而设定的，即q一 ∞． 

三、结 语 

分析数学，尤其是近代分析，从来就不像对数学史知之 

甚少的数学工作者所理解的那个样子，也从来不像当代数 

学教科书所写的那个样子．以 s．D．Poisson(1781—184O)为 

代表的数学家从来就不同意以柯西为代表的微积分原理， 

以 H．Poinear~、F．Klein(1849--1925)等为代表的数学家从 

臻 ● 
专 题 研 究 

来就不同意实变函数理论．人们似乎忘记，“庞加莱、克莱因 

和希尔伯特，是在 l9世纪和 20世纪数学交界线上耸立着 

的三个巨大身影”．Ira]“三个巨大身影”中的两个都反对的 

东西，竟然会向希尔伯特一边倒，个中就不是数学之外的原 

因在起作用吗? 

总而言之 ，这里不求如上论证各个 四平八稳，只要其中 

有一个立得住，就足以说明作为现行微积分原理的完善的 

实变函数理论是立不住的． 
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